
Çàäà÷è ïî Êâàíòîâîé Ìåõàíèêå Âåñíà 2015

Çàäàíèå 3: Îòêðûòûå ñèñòåìû

1. (10) Cïèí 1/2 íàõîäèòñÿ â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå B = Bẑ â
òåïëîâîì ðàâíîâåñèè ñ òåìïåðàòóðîé T . Âû÷èñëèòå êîððåëÿöèîí-

íûå ôóíêöèè Cz(t) =
〈
Ŝz(t)Ŝz(0)

〉
è Cx(t) =

〈
Ŝx(t)Ŝx(0)

〉
.

2. (15) Ðàññìîòðèòå ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð c Ãàìèëüòîíèàíîì

Ĥ =
p̂2

2m
+
mω2x̂2

2
,

íàõîäÿùèéñÿ â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè ïðè òåìïåðàòóðå T . Âû÷èñëè-
òå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ P (x) êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà x.

3. (20) Ðàññìîòðèòå îñöèëëÿòîð ìàññû m: Ĥ0 = ω0

(
â+â+ 1

2

)
âçàèìî-

äåéñòâóþùèé ñ íàáîðîì îñöèëëÿòîðîâ

Ĥ1 =
∑
k

ωk

(
b̂+k b̂k +

1

2

)
â ðàâíîâåñèè ïðè òåìïåðàòóðå T , òàê ÷òî ïîëíûé Ãàìèëüòîíèàí
èìååò âèä:

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1 + λ
∑
k

(
âb̂+k + b̂kâ

+
)

Ñ÷èòàÿ ñïåêòð îñöèëëÿòîðîâ íåïðåðûâíûì, èñêëþ÷èòå ñòåïåíè ñâî-
áîäû b̂k è ïîëó÷èòå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå çàâèñèìîñòü èìïóëüñà
îñöèëëÿòîðà â îò âðåìåíè:

˙̂p+ γp̂+mω2
0x̂ = f̂(t) (1)

ñ íåêîòîðûì γ. Âû÷èñëèòå êîððåëÿòîð ñëó÷àéíîé ñèëû f̂(t):〈
f̂(t)f̂(t′)

〉
= F (t− t′).

Ïîêàæèòå, ÷òî íà êëàññè÷åñêèõ ÷àñòîòàõ (ìíîãî ìåíüøèõ òåìïå-
ðàòóðû kBT ) ìîæíî çàïèñàòü F (t) = Fδ(t) è ïîëó÷èòå ñâÿçü êîýô-
ôèöèåíòîâ γ è F .
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4. (20) Ðàññìîòðèòå îñöèëëÿòîð, âçàèìîäåéñòâóþùèé ñ ðåçåðâóàðîì,
îïèñûâàåìûé Óð. (1). Ïîêàæèòå, ÷òî íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé, íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì âðåìåíè, îñöèëëÿòîð âûõîäèò íà ñòà-
öèîíàðíûé ðåæèì, â êîòîðîì 〈â+â〉 = nB(ω0), ãäå nB(ω) - ôóíêöèÿ
Áîçå-ðàñïðåäåëåíèÿ. Âû÷èñëèòå êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ êîîð-
äèíàòû îñöèëëÿòîðà â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå:

g(t) =
1

2
〈x(0)x(t) + x(t)x(0)〉 .

5. (35) Ðàññìîòðèòå äâóõóðîâíåâóþ ñèñòåìó Ĥ0 = ω
2
σ̂z, âçàèìîäåé-

ñòâóþùóþ ñ ðåçåðâóàðîì (íàáîðîì îñöèëëÿòîðîâ)

Ĥ1 =
∑
k

ωk

(
b̂+k b̂k +

1

2

)
,

òàê ÷òî ïîëíûé Ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä:

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1 + λσ̂z
∑
k

(
b̂+k + b̂k

)
.

• Âû÷èñëèòå îïåðàòîð ýâîëþöèè ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé Ãàìèëü-
òîíèàíîì Ĥ.

• Ñ÷èòàÿ, ÷òî â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè (t = 0) äâóõóðîâíåâàÿ ñè-
ñòåìà è ðåçåðâóàð íåñêîððåëèðîâàíû: ρ̂tot = ρ̂⊗ ρ̂1, è ðåçåðâó-
àð íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè ñ íåêîòîðîé òåìïåðàòóðîé T , òàê

÷òî ρ̂1 = e−βĤ1

tr e−βĤ1
, ïîëó÷èòå çàâèñèìîñòü ìàòðèöû ïëîòíîñòè

äâóõóðîâíåâîé ïîäñèñòåìû îò âðåìåíè ρ̂(t) = tr1 (ρ̂tot). Ðåøèòå
çàäà÷ó ñïåðâà äëÿ íóëåâîé, çàòåì äëÿ êîíå÷íîé òåìïåðàòóðû
T .

Ïðèìå÷àíèå 1. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè óäîáíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ïðåäñòàâëåíèåì âçàèìîäåéñòâèÿ, èñêëþ÷èâ 'òðèâè-
àëüíóþ' âðåìåííóþ çàâèñèìîñòü, ñîçäàâàåìóþ Ĥ0 + Ĥ1, òîãäà

Ĥint(t) = λσ̂z
∑
k

(
eiωktb̂+k + e−iωktb̂k

)
è îïåðàòîð ýâîëþöèè ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

Û(t) = T←e−i
∫ t
0 Ĥint(t

′)dt′ .
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Çíàê âðåìåííîãî óïîðÿäî÷åíèÿ â ýòîì âûðàæåíèè íåëüçÿ îïóñòèòü,
òàê êàê îïåðàòîðû Ĥint(t

′) â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè íå êîì-
ìóòèðóþò. Îäíàêî, èõ êîððåëÿòîð ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì:[

Ĥint(t), Ĥint(t
′)
]
= c(t− t′).

Ïîêàæèòå, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

T←e−i
∫ t
0 Ĥint(t

′)dt′ = eiφ(t)e−i
∫ t
0 Ĥint(t

′)dt′

ñ íåêîòîðîé ôàçîé φ(t) (âûðàçèòå å¼ ÷åðåç c(t)).

Ïðèìå÷àíèå 2. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëåäà ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû ðåçåð-
âóàðà ïðè êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå ìîæåò îêàçàòüñÿ óäîáíûì èñïîëü-
çîâàíèå áàçèñà êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé Çàäà÷à 2.5.
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