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Çàäàíèå 4: Êàòàñòðîôà îðòîãîíàëüíîñòè

1. (10) Ðàññìîòðèòå ôåðìè-ãàç ñ ïðèìåñüþ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé äâóõóðîâíåâóþ ñèñòåìó |l〉. Êîãäà ïðèìåñü íàõîäèòñÿ â ñîñòî-
ÿíèè |↑〉, Ãàìèëüòîíèàí Ôåðìè-ãàçà ðàâåí Ĥi. Êîãäà ïðèìåñü íàõî-
äèòñÿ â ñîñòîÿíèè |↓〉, Ãàìèëüòîíèàí Ôåðìè-ãàçà ðàâåí Ĥf = Ĥi+V̂ .
Ïðè t = −∞ ïðèìåñü íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè |↑〉, à Ôåðìè-ãàç - â
îñíîâíîì ñîñòîÿíèè. Ïðè t = 0, âîçäåéñòâèåì áûñòðîãî âíåøíåãî
èìïóëüñà, ïðèìåñü ïðèâîäèòñÿ â ñîñòîÿíèå, ÿâëÿþùååñÿ ñóïåðïîçè-
öèåé (ñ ðàâíûìè àìïëèòóäàìè) ñîñòîÿíèé |↑〉 è |↓〉. Âûðàçèòå ìàò-
ðèöó ïëîòíîñòè äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t > 0
÷åðåç ñðåäíèå, ñîñòàâëåííûå èç îïåðàòîðîâ Ĥi è Ĥf , ïî îñíîâíîìó
ñîñòîÿíèþ Ôåðìè-ãàçà. Ïðèìå÷àíèå. Ñì. òàêæå çàäà÷ó 5.

2. (25) Â ýòîé çàäà÷å ïðåäëàãàåòñÿ ÷èñëåííî èññëåäîâàòü èíòåãðàë
ïåðåêðûòèÿ îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé N/2 áåññïèíîâûõ ôåðìèîíîâ íà
ðåø¼òêå èç N � 1 óçëîâ ñ äåôåêòîì è áåç íåãî. Äëÿ ðàçìåðà ñèñòå-
ìû ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: N = 2i ñ
i = 4..10.

• Ðàññìîòðèòå ïðûæêîâûé Ãàìèëüòîíèàí (ti = 1)

Ĥi =
N−1∑
i=1

(
tiâ

+
i âi+1 + c.c.

)
.

Íàéäèòå åãî îäíî÷àñòè÷íûå âîëíîâûå ôóíêöèè è ýíåðãèè. Âû-
÷èñëèòå ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ Ei.

• Ðàññìîòðèòå Ãàìèëüòîíèàí Ĥf , êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç Ĥi èç-
ìåíåíèåì àìïëèäû ïåðåñêîêà ÷åðåçü ñâÿçü â ñåðåäèíå öåïî÷êè:
tN/2 → 1.1. Íàéäèòå åãî îäíî÷àñòè÷íûå âîëíîâûå ôóíêöèè è
ýíåðãèè. Âû÷èñëèòå ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ Ef .

• Èçîáðàçèòå çàâèñèìîñòü Ef − Ei êàê ôóíêöèþ N . Êàêîâ õà-
ðàêòåð ýòîé çàâèñèìîñòè?

• Âû÷èñëèòå ïåðåêðûòèå ìíîãî÷àñòè÷íûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé,
îòâå÷àþùèõN/2-ôåðìèîííûì îñíîâíûì ñîñòîÿíèÿì:M = 〈Ψi|Ψf〉.
Èçîáðàçèòå lnM êàê ôóíêöèþ lnN .
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3. (30) (Â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå) ðàññìîòðèòå ñîñòîÿíèå ñèñòå-
ìû ôåðìèîíîâ íà ó÷àñòêå ïðÿìîé −L/2 ≤ x ≤ L/2 (îãðàíè÷åííîé
áåñêîíå÷íî âûñîêèìè ñòåíêàìè) ñ ïîòåíöèàëüíûì ðàññåèâàòåëåì è
áåç íåãî, òàê ÷òî îäíî÷àñòè÷íûå Ãàìèëüòîíèàíû èìåþò âèä:

ĥi =
p̂2

2m
, ĥf = ĥi + uδ(x̂).

• Ïîñòðîéòå áàçèñ íîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ĥi. Óäîá-
íî ðàçäåëèòü ñîñòîÿíèÿ íà ÷¼òíûå è íå÷¼òíûå îòíîñèòåëüíî
íà÷àëà êîîðäèíàò:

ψe,n(x), ψo,n(x).

• Ïîñòðîéòå áàçèñ íîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ĥf :

φe,n(x), φo,n(x).

• Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè M ñîñòîÿíèÿ ñ ðàç-
íîé ÷¼òíîñòüþ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî. Òàê êàê ðàññå-
èâàòåëü ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî x→ −x, âêëàä äà¼ò òîëüêî
÷¼òíûé êàíàë. Âû÷èñëèòå ìàòðèöó àìïëèòóäAmn = 〈ψe,n|φe,m〉.
• Ïîëüçóÿñü ðàññìîòðåííûì íà ñåìèíàðå ïðåäñòàâëåíèåì äëÿ
|M |2, ïîëó÷èòå îöåíêó ñâåðõó äëÿ ýòîé âåëè÷èíû. Ïðè êàêèõ
u ñïðàâåäëèâà ýòà îöåíêà?

4. (40) (Â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå) ðàññìîòðèòå ôåðìè-ãàç â òð¼õ
èçìåðåíèÿõ, ïðè t→ −∞ íàõîäÿùèéñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè |Ψi〉.
Ïðè êîíå÷íîì t àäèàáàòè÷åñêè âêëþ÷àåòñÿ ïîòåíöèàë ïðèìåñè:

v̂ = eδtuδ(r̂).

• Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè ìàëûõ δ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â ðåçóëüòàòå
òàêîé ýâîëþöèè |Ψf〉 ÿâëÿåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ Ãàìèëüòîíèàíà ñ ïîòåíöèàëüíîé ïðèìåñüþ. Ñ êàêîé
òî÷íîñòüþ?

• Ïîêàæèòå, ÷òî

|Ψf〉 = T e−i
∫ 0
−∞ dtV̂ (t) |Ψi〉 (1)
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• Ïîêàæèòå, ÷òî ëîãàðèôì èíòåãðàëà ïåðåêðûòèÿ M = 〈Ψi|Ψf〉
ìîæíî ïîëó÷èòü â âèäå ñëåäóþùåãî ðÿäà:

lnM =
∞∑
n=1

1

n
Fn, (2)

ãäå êàæäîå èç Fn äà¼òñÿ åäèíñòâåííîé äèàãðàììîé ïîðÿäêà n
ïî ïîòåíöèàëó âçàèìîäåéñòâèÿ. ×òî ýòî çà äèàãðàììà?

• Âû÷èñëèòå F1 è F2 èç ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé, Óð. (2).

• Ïîëüçóÿñü ïîëó÷åííûìè âûøå ðåçóëüòàòàìè, îöåíèòå |M |.

5. (15+25) Ðàññìîòðèòå êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ χ(t), îïèñûâàþ-
ùóþ çàâèñèìîñòü ìàòðèöû ïëîòíîñòè äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû èç
çàäà÷è 1, îò âðåìåíè.

• (15) Àíàëîãè÷íî çàäà÷å 3, ñâåäèòå âû÷èñëåíèå êîððåëÿöèîí-
íîé ôóíêöèè χ(t), ê âû÷èñëåíèþ äåòåðìèíàíòà íåêîòîðîãî
îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî íà îäíî÷àñòè÷íûå âîëíîâûå ôóíê-
öèè. Âûïèøèòå ýòîò îïåðàòîð.

• (25) Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â ïðåäûäóùåì ïóíê-
òå, íàéäèòå ÷èñëåííî çàâèñèìîñòü χ(t) äëÿ ñèñòåìû êîíå÷íî-
ãî (íî áîëüøîãî) ðàçìåðà (â ìîäåëè çàäà÷è 2).
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