
Çàäà÷è ïî Êâàíòîâîé Ìåõàíèêå Âåñíà 2015

Çàäàíèå 6: Òóííåëèðîâàíèå è èíñòàíòîíû â êâàíòîâîé

ìåõàíèêå.

1. (5) Ðàññìîòðèòå èíòåãðàë I(λ) ïî âåêòîðó x = (x1, x2):

I(λ) =

∫
e−S(x)/λd2x, (1)

ãäå S(x) = −1
2
x2 + 1

4
(x2)

2
. Ïðè ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ λ ýòîò èí-

òåãðàë ìîæåò áûòü âû÷èñëåí â ñåäëîâîì ïðèáëèæåíèè. Èç âðàùà-
òåëüíîé èíâàðèàíòíîñòè èíòåãðàëà î÷åâèäíî, ÷òî ñåäëîâûå òî÷êè â
êîîðäèíàòàõ (x1, x2) îáðàçóþò îêðóæíîñòü. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè ïðî-
èçâîëüíîì âûáîðå êàêîé-òî îäíîé èç òàêèõ ñåäëîâûõ òî÷åê, èíòå-
ãðàë, îòâå÷àþùèé êâàäðàòè÷íûì ôëóêòóàöèÿì âîêðóã íå¼, ðàñõî-
äèòñÿ èç-çà íàëè÷èÿ íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þùåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Èíòåãðàë I(λ → +0), òåì íå ìåíåå,
ìîæíî âû÷èñëèòü. ×åìó îí ðàâåí?

2. (10) Ðàññìîòðèòå ÷àñòèöó ìàññû m â ïîòåíöèàëå

U1(x) =
U0

2

[
(x/x0)2 − 1

4

]2

è ïîëó÷èòå àìïëèòóäó C1(t) =
〈
−x0

2

∣∣ e−iHt ∣∣x0
2

〉
, âûðàçèâ å¼ ÷åðåç

ýíåðãèè äâóõ íèçêîëåæàùèõ ðàñùåïë¼ííûõ óðîâíåé E1,2 = E± ∆E
2
.

Íàéäèòå ýíåðãèè ýòèõ óðîâíåé è èõ ðàñùåïëåíèå, ïîëüçóÿñü ïðè-
áëèæåíèåì ÂÊÁ. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ àìïëèòóäà C1(t) îïðåäåëÿ-
åòñÿ òîëüêî äâóìÿ íèæíèìè óðîâíÿìè?

3. (10) Ðàññìîòðèòå ìåòàñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëå

U2(x) = 3U0 (x/x0)2

[
1− 2

3
x/x0

]
è ïîëó÷èòå àìïëèòóäó C2(t) = 〈0| e−iHt |0〉, âûðàçèâ å¼ ÷åðåç ýíåð-
ãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ E è óøèðåíèå ýòîãî óðîâíÿ Γ. Íàéäèòå
ýòî óøèðåíèå, ïîëüçóÿñü ïðèáëèæåíèåì ÂÊÁ. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ
àìïëèòóäà C2(t) îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî íèæíèì óðîâíåì?
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4. (15) Ðàññìîòðèòå ðàñùåïëåíèå óðîâíåé â ïîòåíöèàëå U1(x) â óñëî-
âèÿõ çàäà÷è 2 â îäíîèíñòàíòîííîì ïðèáëèæåíèè, âû÷èñëÿÿ C1(τ)
â ìíèìîì âðåìåíè τ = it. Äëÿ ýòîãî i) ïîëó÷èòå óðàâíåíèå íà èí-
ñòàíòîííóþ òðàåêòîðèþ è íàéäèòå åãî ðåøåíèå, îòâå÷àþùåå íóëå-
âîé ýíåðãèè, ii) íàéäèòå äåéñòâèå íà èíñòàíòîííîé òðàåêòîðèè è
iii) ó÷òèòå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçìåñòèòü èíñòàíòîí âî âðåìåíè
(áåç ñòðîãîãî âû÷èñëåíèÿ ôëóêòóàöèîííîãî äåòåðìèíàíòà). Ñðàâ-
íèòå ïîëó÷åííóþ àìïëèòóäó ñ íàéäåííîé â çàäà÷å 2 è ïîëó÷èòå
∆E èç òàêèõ ñîîáðàæåíèé. Êàê ñîîòíîñèòñÿ ïîëó÷åííûé îòâåò ñ
íàéäåííûì â çàäà÷å 2?

5. (15) Ðàññìîòðèòå ìåòàñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû ìàññû m â ïî-
òåíöèàëå U2(x) â óñëîâèÿõ çàäà÷è 3 â îäíîèíñòàíòîííîì ïðèáëèæå-
íèè, âû÷èñëÿÿ C2(τ) â ìíèìîì âðåìåíè τ = it. Äëÿ ýòîãî i) ïîëó÷è-
òå óðàâíåíèå íà èíñòàíòîííóþ òðàåêòîðèþ è íàéäèòå åãî ðåøåíèå,
îòâå÷àþùåå íóëåâîé ýíåðãèè, ii) íàéäèòå äåéñòâèå íà èíñòàíòîí-
íîé òðàåêòîðèè è iii) ó÷òèòå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçìåñòèòü èí-
ñòàíòîí âî âðåìåíè è êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé â îïåðàòîðå, îòâå÷àþùåì óñðåäíåíèþ ïî ãàóññîâûì ôëóêòó-
àöèÿì âáëèçè èíñòàíòîííîé òðàåêòîðèè (áåç ñòðîãîãî âû÷èñëåíèÿ
ôëóêòóàöèîííîãî äåòåðìèíàíòà). Ñðàâíèòå ïîëó÷åííóþ àìïëèòó-
äó ñ íàéäåííîé â çàäà÷å 3 è ïîëó÷èòå Γ èç òàêèõ ñîîáðàæåíèé. Êàê
ñîîòíîñèòñÿ ïîëó÷åííûé îòâåò ñ íàéäåííûì â çàäà÷å 3?

6. (30) Âû÷èñëèòå äåòåðìèíàíò äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôëóêòóàöèé â çà-
äà÷àõ 4 è 5. Åñëè áû íå ïðîáëåìà ñ íóëåâîé ìîäîé â ôóíêöèîíàëü-
íîì èíòåãðàëå (ñðàâíèòå ñ çàäà÷åé 1), ìû îæèäàëè áû îòâåò âèäà:∫

e−S[x(τ)]Dx(τ) =

√
det (−m∂2

τ + V (∞))

det (−m∂2
τ + V (τ))

Z0(τ)e−S[xc(τ)], (2)

ãäå xc(τ) - èíñòàíòîííîå ðåøåíèå, à V (τ) - 'ïîòåíöèàë' â óðàâíå-
íèè Øðåäèíãåðà, îïèñûâàþùåì êâàäðàòè÷íûå ôëóêòóàöèè. Çäåñü
îïðåäåëèòåëü íîðìèðîâàí íà 'ñâîáîäíûé', òàê ÷òî:

Z0(τ) =
1√

det (−m∂2
τ + V (∞))

, (3)
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ïðè÷åì Z0(τ) èçâåñòíî èç âû÷èñëåíèÿ ïðîïàãàòîðà ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íàëè÷èå íóëåâîé ìîäû ìîäèôè-
öèðóåò ôîðìóëó (2) ñëåäóþùèì îáðàçîì:∫

e−S[x(τ)]Dx(τ) = τ

√
S[xc(τ)]

2π

√
det (−m∂2

τ + V (∞))

det′ (−m∂2
τ + V (τ))

Z0(τ)e−S[xc(τ)],

ãäå det′ ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèþ íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé. Èñïîëüçóÿ ýòó ôîðìóëó, çàïèøèòå óòî÷íåííûé îòâåò äëÿ
çàäà÷ 4 è 5.
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